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Резюме: С помощью метода дискретизации колебательных систем с жидкими 

демпферами задача сводится к двумерной системе разностных уравнений первого 

порядка.  Используя заданные статические данные рассматривается определение 

дробных производных в подчиненных членах, строится квадратичный функционал и 

данная задача исследуется методом наименьших квадратов. Результаты 

иллюстрируются на конкретном примере и показывается, что при большом числе 

разбиения интервалов определение аргумента функции колебательных систем и 

дробных производных идет ухудшение сходимости соответствующего итерационного 

процесса.  
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1. Введение:  

Колебательные системы с жидкими демпферами [4-8,15] и дифференциальные 

уравнения дробной производной играют важный роль при решении многих 

практических задач, определение памяти металлов, добычи нефти штанга 

насосной установкой, и т.п [1-3] 

В практике решение соответствующей задачи колебательных систем является 

трудным. С другой стороны, при  определении порядка дробных производных 

отсутствует метод исследования.  В работах  [1-3]   нахождение порядка   

дробных производных   сталкивается с определенными трудностями.  Поэтому 

имеет смысл   предлагать эффективный вычислительный алгоритм для 

нахождения порядка   дробных производных.     

В данной работе приводится дискретизация колебательных систем с жидкими 

демпферами. Представляется решение через начальные данные, где это 

выражение является более точным, чем результаты полученных в [10-12]. 

Строится квадратичный функционал, являющийся квадратичным 
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отклонением от заданных статических данных и находится первая вариация 

этого функционала вдоль решения уравнения колебательных систем. Далее с 

помощью золотого сечения [9] строится итерационный процесс, сходящийся к 

линейному квадратичному функционалу Поэтому имеет смысл 

дискретизировать уравнение движения в заданном интервале времени и в 

дискретной постановке определить порядок дробной производной.  

Результаты иллюстрируются конкретными примерами, определяющими 

оптимальное разделение интервалов аргумента функции колебательных 

систем и порядок дробной производной.                       

2 . Постановка задачи:  

Рассмотрим следующую задачу Коши для обыкновенного линейного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами с дробными производными в подчиненных членах:  [12-15]     

 

,  (1,2)    0,>     x,)(=)(+)( )(   xfxbyxyaDxy                                   (1)       

{
𝑦(0) = 0,

𝑦′(0) = 𝑦10,
                                                                                                              (2)   

 

где a , b  и 𝑦10-заданные вещественные числа, )(xf -заданная вещественная 

непрерывная   функция , y(x) -искомая функция, (1,2)  . 

Поставленная задача Коши (1), (2) легко сводится к интегральному уравнению 

Вольтерра второго порядка относительно функции 𝑦′′(𝑥) [14,16,19] т.е. 

 

𝑦′′(𝑥) + ∫ 𝐾𝛼(𝑥 − 𝑡)𝑦′′(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥),   𝑥 > 0,                                                  (3)  

где 

𝐾𝛼(𝑥 − 𝑡) =  𝑎
(𝑥−𝑡)1−𝛼

(1−𝛼)!
+ 𝑏(𝑥 − 𝑡)  ,                                                                    (4)      

𝐹(𝑥)   = 𝑓(𝑥) − [𝑎
𝑥1−𝛼

(1−𝛼)!
+ 𝑏𝑥] 𝑦10 .                                                                    (5) 

 

3. Дискретизация:  

Принимая обозначение  𝑦(𝑥) = 𝑦𝑛, 𝐹(𝑥) = 𝐹𝑛,  

 

𝑦′′(𝑥) ≈
𝑦𝑛+2−2𝑦𝑛+1+𝑦𝑛

ℎ2                                                                                           (6) 

 

и дискретизируя интеграл входящего в (3), получим следующее разностное 

уравнение 

 

𝑦𝑛+2 − 2𝑦𝑛+1 + 𝑦𝑛

ℎ2
+ ℎ ∑ 𝐾𝛼(𝑥𝑛 − 𝑥𝑘)

𝑦𝑘+2 − 2𝑦𝑘+1 + 𝑦𝑘

ℎ2
= 𝐹𝑛,      𝑛 ≥ 0 

𝑛−1

𝑘=0
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или 

𝑦𝑛+2 = 2𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛 − ℎ ∑ [𝑎
(𝑥𝑛−𝑥𝑘)(1−𝛼)

(1−𝛼)!
+ 𝑏(𝑥𝑛 − 𝑥𝑘)]𝑛−1

𝑘=0 (𝑦𝑘+2 − 2𝑦𝑘+1 +

𝑦𝑘) + +ℎ2 {𝑓𝑛 − [𝑎
𝑥𝑛

(1−𝛼)

(1−𝛼)!
+ 𝑏𝑥𝑛] 𝑦10} ,                 𝑛 ≥ 0                             .            (7) 

  

 

Проводя вычисления в (7) для четного и нечетного индекса и принимая 

обозначения  

 

 𝑊𝑘 = (𝑦2𝑘 , 𝑦2𝑘+1) 𝑇 ,       𝑘 ≥ 0,                                                                             (8) 

 

из (8) получим следующее матричное разностное уравнение: 

 

n

n

k

n fA
~2

0

k

(k)

1-n

)1(

n WAWW  





,      1n                                                      (9) 

где 

),(2)(1 32224222

)1(

11 

  nnnn

n xxhKxxhKA    1n                      (10) 

 

),(2 3222

)1(

12 

  nn

n xxhKA   1n                                                               (11) 

 

  1,)(2)()()(2

)()(4)(22

322242222212
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21
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1),()(

)()(23

32222212

2

32123222

)1(

22




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



nxxKxxKh
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nnnn
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n




               (13) 

 

)],()(2)([ 22212222222

)(

11 knknkn

k xxKxxKxxKhA                 

2,1  nk ,                                                            (14) 

 

 ,)()(2)( 12222221222

)(

12   knknkn

k xxKxxKxxKhA           

2,1  nk ,                            (15) 

 

 

 

2,...,1)],()(2)([
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 (17) 

 

])([ 102222

2

1

~

yxKfhf nnn                                                                          (18) 

 

])()][(2[])([ 1022222212

2

101212

2

2

~

yxKfxxhKhyxKfhf nnnnnnn   
 (19) 

 

4.Стандартная форма дискретной системы: 

 

Теперь полученную дискретную систему (9) приведем к стандартному виду, 

исключая из систем (9) все kW кроме первого, второго и последнего члена 

(оставляя Wn , 1-nW , 0W ), имеем: 

  111nW   nnn VW ,                                                                                      (20) 

где  
















kk

kk

k

k
AA

AA
A

2221

1211)(  2,0  nk ,                                                             (21) 
















2

~
1

~

n

n
n

f

f
F                                                                                                          (22) 

𝑉𝑛−1 = (𝜒𝑛𝜓0 + 𝜓0)𝑊0 + 𝛾𝑛𝑖1 n
f
~

 ,                                                                 (23) 

 

, 
2

1 12...1
1

21

 


 



n

k

k

j
i

niii
n jk

k



                                                                             (24) 

 

),
~

 (
2

1 12...1
11

21

1
 


 



n

k

k

j

ii

niii

ni jk

k

f                                                                   (25) 

 

Решая систему (21), т.е. исключая 1-nW , или же выражая nW  только лишь через

0W , получим 
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

  

      1n        (26) 

 

Таким образом, определим решения разностной системы линейных уравнений 

(9) (в матричном виде) в виде (26), где 0W -задаются в виде начального 

значения. 

5.Построение квадратичного функционала относительно kW   и 
st

kW .        

 

Пусть заданы статические данные 
.st

iy  ki ...1  для задачи (1), (2). Тогда 

определение  для задачи (1), (2) может заменять нахождение   для задачи 

Коши дискретного уравнения (21) с начальным условием 0W . Однако, здесь 

st

iW   формируется через 
.st

iy в следующим виде.    
















.

12

.

2

st

n
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nst

n
y

y
W                                                                                                         (27) 

Тогда соответствующий квадратичный функционал для метода наименьших 

квадратов можно формулировать в следующем виде.    
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nn WWRWWJ ,                                                                       (28) 

где iW определятся из уравнений (26), в которых коэффициенты зависят от 

 . 𝑅 = 𝑅′ ≥ 0 весовая матрица соответствующей размерности.    

Учитывая (26) в (28), имеем 
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Теперь численно вычислим производную  квадратичного  функционала (29)  

 






)()(  JJ
DJ                                                                                       (30) 

Приравнивая DJ  к нулю, можем числено восстановить  через заданные 

статические данные 
st

iW , которые вычисляется по формуле (27) через 
.st

iy . 

Таким образом, для численного нахождения  при заданных статистических 

данных (27), имеем следующий алгоритм: 

 

Алгоритм: 

 

Шаг 1. Задаются параметры  𝑎, 𝑏, 𝑓, 𝑦10 , 𝑛,  , 𝛼 ∈ (0,1) из (1), (2).  

Шаг 2. Вычисляется 
)(kA и nF  из (22). 

Шаг 3. Вычисляем 


j

k

ikA


)(
,  

 1...1

)(

nii

j

k

i

j

kA
 

 из (23)-(25). 

Шаг 4. Формируется 
st

iW   из (27) 

 

Шаг 5. Формируется J функционал из (29)  

 

Шаг 6. Выбирается начальное 𝛼0 ∈ (1,2) и при выборе   вычисляется 

)( 0DJ  из (30). 

 

Шаг 7. Задается малый параметр 𝜀,  используя метод золотого сечения находим 
1  и повторяем процедуры до удовлетворения   

  1kk
, иначе переходим к шагу 2. 

 

Результаты иллюстрируем на следующем примере. 

6. Пример: Рассмотрим пример, взятый из [3]. 

 

В  (1), (2) a =3, b =1, f =8.  

Разделяя интервал [0.1,1]  на 
n

h
1.01 

 и принимая 
l

1.19.1 
  , имеем 

(21) в виде, где n=10 , l=5 , вычисляем 
kA  , nF   .                              
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Принимая 𝛼0 = 1.1  , решаем задачу с помощью метода золотых сечений, 

находим 

 𝛼1 = 1.3  . Продолжая процесс вычислений до удовлетворения условия  𝛼𝑘 

 

                                        |𝛼𝑘 − 𝛼𝑘−1| < 𝜀,  

 

получим 𝛼∗ = 1.6995 .                

Отметим, что задавая n=10 , l=5  определим  , график которой приведен на 

рис. 1. 

 

 
 

Рис.1 График зависимости  от y(),который с точностью до 10-1 совпадает с 

результатами [15]. 

 

Заключение В данной работе показывается, что задача (1), (2) - метод 

определения  дробного порядка с помощью дискретизации  совпадает с 

результатами [3] с точностью до 10-1.  С помощью метода золотого сечения 

приводится оптимизация выбора шага дискретизации. 

 

Авторы выражают благодарность академику Ф.А. Алиеву за постановку 

задачи, оказанную помощь и ценные советы при исследовании работ и 
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ALGORITHM FOR DETERMINING FRACTIONAL DERIVATIVES 

FOR DISCRETE VIBRATION SYSTEMS WITH A LIQUID 

DAMPER 
 

 

Rasulzada A.F., Aliev N.A.,  Velieva N.I. 

 

Abstract: Using the method of discretization of oscillatory systems with liquid dampers, a 

system of the first-order difference equations is reduced to the two-dimensional system. 

Using the given static data, the definition of fractional derivatives in subordinate terms is 

considered, a quadratic functional is constructed and this problem is investigated by the least 

squares method. The results are illustrated with a specific example and it is shown that with 

a large number of partitions of intervals, the determination of the argument of the function of 

oscillatory systems and fractional derivatives leads to a deterioration in the convergence of 

the corresponding iterative process. 

 

Keywords: oscillatory system, fractional derivative, Volterra integral equations, golden 

section method, quadratic functional, least squares method. 
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